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Resumo
A maior pressão sobre os recursos hídricos tem estimulado a busca por mecanismos para induzir o uso 
eficiente da água. Precificar corretamente a água constitui uma etapa necessária à implementação desses 
mecanismos. O artigo aplica programação linear para estimar a função logaritmo insumo distância trans-
log de modo a detectar ineficiências técnicas dos produtores e estimar a disposição a pagar pela água e 
elasticidades próprios-preços e preços-cruzados dos fatores de produção. Utilizam-se dados quanto ao 
valor da produção, área irrigada, gasto com insumos diversos, mão de obra, capital e volume de água 
para 41 colonos de perímetros irrigados do Submédio São Francisco em Petrolina, PE e Juazeiro, BA. Os 
resultados indicam que políticas públicas podem induzir a conservação da água via provimento de as-
sistência técnica, visando maior eficiência técnica dos produtores e cobrança crível pelo uso da água.
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Abstract
Increased pressure on water resources has stimulated the search for mechanisms to induce efficient water 
use. Getting prices right is an important necessary step toward implementing such mechanisms. This 
article applies linear programming to estimate the translog logarithm input-distance function, estimate 
the willingness to pay for water, own and cross-price input elasticities, and detect technical inefficiencies 
of producers. In so doing, we use data on total production value, irrigated land, labor, capital, water use, 
and ‘other inputs’ obtained from 41 producers of public irrigation projects in Sub medium São Francisco 
River, Brazil. Results indicate that public policies can induce water conservation by credibly charging for 
water use and providing technical assistance to increase producers’ technical efficiency. 
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1 Introdução
A quantidade de recursos hídricos renováveis disponíveis na Terra é finita e esti-
mada em 47.000 km3/ano, dos quais 41.000 km3 são economicamente exploráveis 
(JOHANSSON, 2000). Considerando-se que a quantidade de água bruta disponível 
por país é praticamente constante no longo prazo e em um cenário de crescimento 
da população mundial, Johansson et al. (2002) estimam que a disponibilidade de 
água, em 2050, será da ordem de 4.380 m3 por pessoa/ano, o que não é desprezível. 
Note-se que a Organização Mundial da Saúde (OMS) classifica as regiões com base 
em sua capacidade de fornecer água em: muito rica, se é capaz de fornecer mais do 
que 10 mil m³/habitante/ano; rica, se é capaz de fornecer mais de 5 mil m³/habitan-
te/ano; pobre, se é capaz de fornecer menos do que 2,5 mil m³/habitante/ano, e em 
situação crítica se não é capaz de fornecer mais do que 1,5 mil m³/habitante/ano. 
Embora 4.380 m3 de água por pessoa/ano, em 2050, não sugira a escassez de água 
até lá, sabe-se que a distribuição geográfica dos recursos hídricos é desigual. No 
Brasil, um país privilegiado com cerca de 12% de toda a água doce do mundo, cerca 
de 72% desses 12% estão situados na região norte do País, onde vivem 7% da popu-
lação brasileira, e apenas 3% desses 12% estão localizados no Nordeste brasileiro, 
onde vivem 28% da população. Ademais, dentro da região Nordeste, a distribui-
ção geográfica dos recursos hídricos é muito desigual. Por exemplo, com ofertas 
hídricas de cerca de 1.440 e 1.320 m³ por habitante/ano, os Estados da Paraíba e 
Pernambuco estão em situação crítica. Já os Estados do Maranhão e Piauí, com ofer-
tas hídricas de 17.200 e 9.600 m³ por habitante/ano, são classificados como ricos 
em termos de suas capacidades de fornecer água (SUASSUNA, 2008).
A potencial escassez de recursos hídricos gera a necessidade de se estudar meca-
nismos que induzam alocações eficientes dos recursos existentes. Nesse tocante, 
a cobrança pelo uso da água pode ser um importante indutor de eficiência na alo-
cação da água, encorajando, inclusive, a sua conservação. Dentro dessa ótica, o 
Banco Mundial instituiu, em 1993, com a resolução Water Resource Policy, que 
empréstimos para o financiamento de projetos de investimento envolvendo recursos 
hídricos incluíssem obrigatoriamente um componente exigindo a implementação de 
algum tipo de esquema de precificação/cobrança pelo uso da água (JOHANSSON, 
2000).  
Estima-se que a agricultura irrigada consuma algo entre 75% e 90% de toda a água 
consumida em países em desenvolvimento e contribua com 38% da produção de 
alimentos no mundo (WORLD BANK, 2001). Note-se aqui a diferença entre os 
conceitos de utilização e consumo de água. O conceito de utilização contabiliza a 
quantidade efetivamente utilizada de água em uma dada atividade. Já o conceito de 
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consumo leva em conta a quantidade efetivamente consumida, ou seja, a diferença 
entre a quantidade utilizada e reaproveitada de água. A agricultura irrigada é uma 
das atividades que mais consomem água no mundo, porque a quantidade reaprovei-
tada de água após a irrigação é praticamente nula. 
O total da área para agricultura irrigada no mundo cresceu a taxas de aproximada-
mente 2,4% ao ano na década de 1970 e 14% ao ano nas décadas de 1980 e 1990, 
com taxa projetada de 1% ao ano para os próximos 34 anos (FAO, 2003). Assim, 
a agricultura irrigada deve continuar sendo uma grande consumidora de recursos 
hídricos, principalmente em um cenário de crescimento populacional e aumento da 
renda per capita mundial, com consequente aumento da pressão sobre a produção 
de alimentos. 
Em termos teóricos, a cobrança pelo uso da água pode racionalizar o seu uso, au-
mentar a sua produtividade e eficiência, redistribuir custos sociais, disciplinar a 
localização dos usuários, promover o desenvolvimento regional integrado em suas 
dimensões social e ambiental, além de servir na melhoria da qualidade dos efluentes 
lançados nos mananciais. Contudo, não faltam exemplos de experiências interna-
cionais malsucedidas na aplicação de instrumentos econômicos como a cobrança 
pelo uso da água. Kraemer et al. (2003) apresentam exemplos de utilização de 
instrumentos econômicos no gerenciamento da água no México, Colômbia, Jamaica 
e Brasil, e argumentam que os mesmos não atingiram os objetivos preconizados de-
vido à inadequada imposição de regras e à insuficiente cobertura de usuários. Seroa 
da Motta et al. (2003) relatam que  a cobrança pelo uso da água, desde março de 
2003 na Bacia do Rio Paraíba do Sul, um rio federal, aparentemente não tem altera-
do o padrão de uso da água. Por tudo isso, os resultados obtidos no presente estudo 
devem ser analisados sob a perspectiva de que o efeito racionalizador da cobrança 
pelo uso da água é preconizado pela teoria e, portanto, potencial. 
O presente artigo apresenta uma aplicação do método de estimação via programa-
ção linear de uma função insumo distância paramétrica para a obtenção dos preços 
sombra ou disposição a pagar pela água. Uma vez extraída essa informação privada 
do produtor, pode-se, em tese, utilizá-la na precificação e cobrança pelo uso da água 
em projetos de irrigação. 
Os poucos estudos econômicos disponíveis no Brasil sobre precificação da água 
para a agricultura irrigada se limitam em determinar a tarifa que permite cobrir os 
custos de operação e manutenção de sistemas de suprimento de água destinada à 
irrigação (LANNA, 1995). Outros estudos tratam da estimação do preço eficiente 
ou preço ótimo, capaz de refletir a escassez da água, como atestam Albino (2003) 
e Carrera Fernandez (2000), ao revisarem a literatura sobre o assunto. Entretanto, 
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a estimação da disposição a pagar pela água, via aplicação do método de estimação 
de uma função insumo distância paramétrica, não foi ainda empregada por estudos 
acerca da precificação da água no Brasil. Nesse intuito, o presente artigo contribui 
com a literatura, ao aplicar, pela primeira vez, tal método na precificação e análise 
de eficiência técnica do uso da água na agricultura com dados brasileiros. Note-se 
que esse método foi anteriormente empregado por Kumar (2006) em um estudo 
sobre a racionalização do uso da água pela indústria na Índia.
O presente artigo adota o seguinte esquema: inicialmente, enumera e discute os 
principais métodos utilizados na cobrança pelo uso da água e os métodos utilizados 
na precificação da água. Em seguida, apresenta o modelo conceitual, o método de 
estimação de uma função insumo distância paramétrica, descreve os perímetros 
irrigados amostrados e os dados utilizados. Finalmente, o artigo apresenta e analisa 
as estimativas da função logaritmo insumo distância e os preços sombra dos fato-
res de produção, inclusive da água, e analisa a eficiência técnica dos colonos e as 
elasticidades-preço da demanda por fatores com foco sobre políticas públicas que 
poderiam ser desenhadas de modo a induzir a racionalização do uso da água. 
2 Cobrança pelo Uso da Água
Johansson (2000) enumera três métodos de cobrança pelo uso da água em projetos 
de irrigação: o método volumétrico, não volumétrico e o de mercado. O método 
volumétrico presume a cobrança por volume de água consumida e requer, portanto, 
o conhecimento do volume consumido de água por usuário. O estabelecimento do 
preço e monitoramento do uso da água, bem como a cobrança ficam a cargo da au-
toridade central ou de uma associação de usuários. Os custos de implementação do 
método volumétrico são elevados, pois exige, em geral, a instalação de medidores 
de consumo, a realização de manutenções de rotina e mensurações periódicas. No 
entanto, quando o fluxo de água é razoavelmente constante, a cobrança pode ser 
feita com base no tempo de fornecimento de água (e.g., R$ 50,00 por hora de forne-
cimento). Tal alternativa requer menos informações e tem sido utilizada em peque-
nos projetos de irrigação com poucos usuários por dia (SMALL; CARRUTHERS, 
1991; BANDARAGODA, 1998).
Métodos de cobrança não volumétricos cobram indiretamente pela água com base 
na cobrança por produto, por insumo, por área e por valorização da área irrigada. 
Na cobrança por produto, aplica-se uma taxa por unidade de cada produto pro-
duzido por cada usuário da água. Nos casos em que a produção total é facilmente 
observada, este método economiza em custos de transação. Similarmente, o método 
de cobrança por insumo cobra pela água indiretamente, via aplicação de uma taxa 
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sobre outros insumos de produção (e.g., R$ 2,00 por quilograma de fertilizante 
comprado). Os métodos de cobrança por produto e por insumo eliminam os custos 
com a coleta de informações sobre o efetivo uso da água, mas criam custos com a 
coleta de informações sobre a produção e a utilização de insumos pelos produtores. 
A cobrança por área é fácil de ser implementada e administrada, principalmente em 
locais com fluxo contínuo de água, sendo aplicado em mais do que 60% dos casos 
de cobrança pelo uso da água no mundo (JOHANSSON, 2000). Por este método, 
a cobrança se dá com base no total de área irrigada, sendo o preço por unidade de 
área estabelecido com base na cultura explorada, na extensão total da área irrigada, 
no método de irrigação utilizado e na época do ano. Já a cobrança por valorização 
da área irrigada visa capturar o valor implícito da água para irrigação via cobrança 
de uma taxa por unidade de área, segundo o aumento no valor da terra. Assim, a 
cobrança por valorização da área estabelece uma contribuição a ser realizada pelos 
agricultores que tiveram suas terras valorizadas após a implementação de projetos 
de irrigação pelo governo. 
O último método de cobrança pelo uso da água em projetos de irrigação se fun-
damenta na possibilidade de se criar mercados que se incumbiriam de alocar a 
água de acordo com o seu valor real, promovendo ganhos de eficiência e conser-
vação (HEARNE; EASTER, 1995). Os mercados geram mecanismo mais flexível 
para a alocação de água do que os meios em que a administração é centralizada 
(MARINO; KEMPER, 1999). Contudo, há várias características associadas à produ-
ção e ao fornecimento de água que tornam difícil a criação de mercados competiti-
vos para a água, por exemplo, a presença de informação assimétrica e externalidades 
e a existência de elevados custos fixos no fornecimento de água que geram custo 
médio decrescente – e.g., problema do monopólio natural. Mesmo assim, mercados 
para a água nascem informalmente quando ocorre escassez de recursos ou quando 
os governos falham em responder rapidamente a mudanças na demanda por água 
(THOBANI, 1998). Normalmente, tais mercados informais são constituídos por 
agricultores que vendem sobras de água em um período de tempo (e.g., época de 
plantio) para propriedades ou cidades vizinhas. No caso do Brasil, a legislação em 
vigor outorga o uso e não a propriedade da água aos seus usuários. Assim, a legisla-
ção brasileira considera ilegal a transferência ou venda da água para terceiros, o que 
torna ainda mais difícil a criação de mercados para água.
O presente artigo concentra-se no método volumétrico de cobrança pela água, ad-
mitindo-se que o preço a ser cobrado por m3 de água poderia ser o preço sombra 
médio, estimado para a água em um esquema de preço único ou, alternativamente, 
o preço sombra da água estimado por produtor em um esquema de discriminação 
perfeita de preços. 
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3 Precificação da Água para Irrigação
A precificação da água parte da premissa de que o preço funciona como um sinal 
que indica aos seus usuários o seu valor e leva-os a racionalizar o seu uso. Contudo, 
ainda não é claro como deve ser conduzida a precificação da água (TSUR, 2005). 
Como ponto de partida, a fonte natural do preço de um recurso é o seu mercado. 
Contudo, mercados para água ou não existem ou não funcionam apropriadamente, 
fato que cria a necessidade de se empregar métodos de precificação. 
Existem métodos de precificação da água fundamentados na estimação de curvas de 
demanda; na estimação de funções de produção e subsequente simulação das perdas 
em produção devido à utilização de uma menor quantidade de água; na estimação 
dos custos de provisão de água, se uma fonte preexistente não estivesse disponível, 
e no uso de métodos de avaliação contingente (BRISCOE, 1996; CARRAMASCHI 
et al., 2000). As estimativas obtidas com tais métodos podem não ser muito confiá-
veis, uma vez que o valor da água varia muito dependendo do seu uso, da renda e 
características do usuário, e de fatores que afetam a disponibilidade e confiabilidade 
do suprimento de água. Mesmo assim, tais estimativas geram direcionamentos para 
propostas de políticas públicas. 
As políticas de gerenciamento do uso da água, atualmente adotadas, dão prioridade 
aos custos de suprimento e ao consumo global de água nos projetos. Como a orien-
tação é voltada para o lado da oferta, normalmente não são utilizados modelos de 
demanda por água capazes de captar os anseios dos usuários, nem seus desperdí-
cios. Estudos sobre a demanda de água gerariam informações sobre as quantidades 
e preços que os produtores estariam dispostos a pagar pela água, preços esses que 
poderiam ser bem diferentes daqueles que possibilitariam a recuperação dos custos 
de suprimento (PINHEIRO; SHIROTA, 2000). 
Cabe então destacar que o método de estimação da função insumo distância pa-
ramétrica apresenta um enfoque de demanda por água e utiliza dados em nível de 
produtor, permitindo assim captar desperdícios e contemplar características pecu-
liares à tecnologia utilizada e aos agricultores.
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4 Metodologia
4.1 Modelo conceitual
Considere que cada produtor, indexado por i= 1,...,I, pode produzir até M produtos, 
utilizando N insumos. A produção do m-ésimo produto, ym, requer a utilização do 
vetor insumo, xm=(xm1 xm2 ... xmn)′. Para simplificar a exposição, considere que cada 
produto é produzido segundo a função de produção fm(xm), ou seja, admita que a 
tecnologia é aditivamente separável e a mesma para todo produtor. Os insumos 
estão disponíveis em quantidades limitadas por produtor de acordo com o vetor 
1 2(  )
i i i i
nx x x=x  , onde 
i
nx  denota a quantidade física disponível do n-ésimo insumo 
para o i-ésimo produtor. Os produtores são tomadores de preços e determinam a 
quantidade a demandar de cada insumo, segundo a solução do problema de mini-
mização do custo total de produção (1).
 
1{ ,.., } 1
( , , ) min
i i
M
M
i i i
i m
m
C
=
= ∑
x x
x p y px   (1a)
sujeito a:
( )  para 1,...,i im m mf y m M≥ =x  (1b)
1
M
i i
m
m=
≥∑x x   (1c)
onde ( , , )i iiC x p y é a função custo de produção do produtor i, 1 2(  y ) '
i i i i
My y=y   é 
o vetor produção para o produtor i, 1 2(  ) '
i i i i
Nx x x= …x  é o vetor insumo para o pro-
dutor i e NR+∈p  é o vetor preços dos insumos.
Observe que o problema (1) possui M restrições, devido a (1b) e mais N restrições, 
devido a (1c). De especial interesse são as restrições (1c) e os seus multiplicadores 
de Lagrange. O valor do multiplicador de Lagrange de uma restrição na solução do 
problema (1) informa o quanto o custo total poderia ser reduzido, caso fosse dis-
ponibilizada uma unidade adicional desse insumo. Esse valor é convencionalmente 
chamado de preço sombra do insumo e indica a disposição a pagar do produtor i 
por uma unidade adicional do mesmo. Se fosse possível especificar o problema (1) 
para cada produtor, poder-se-ia calcular a disposição a pagar por unidades adicionais 
de cada insumo por produtor. Contudo, a implementação de tal alternativa reque-
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reria o conhecimento das M funções de produção e do vetor de restrições físicas 
dos insumos, ix , para cada produtor. 
O problema (1) formaliza a hipótese de que restrições ativas sobre as quantidades 
disponíveis  dos insumos explicam diferenças entre o preço de mercado e o preço 
sombra de um insumo para um produtor. Adicionalmente, existem outras hipóteses 
plausíveis que buscam explicar tais diferenças. Por exemplo, Baños-Pino, Fernãndez-
Blanco e Rodríguez-Álvarez (2002) demostram que, se o produtor visa maximizar a 
sua utilidade, que é uma função do lucro e da quantidade utilizada de cada insumo, 
os preços sombra dos insumos poderiam diferir dos seus preços de mercado. Nessa 
mesma linha de raciocínio, Picazo-Tadeo e Reig-Martinez (2005) propõem que a 
regra segundo a qual o agricultor determina a quantidade ótima de mão de obra 
familiar a utilizar, tal que a produtividade marginal da mão de obra se iguale ao 
custo de oportunidade da mesma, pode não ser válida. A razão para tanto é que o 
agricultor pode preferir ter sua família trabalhando no próprio negócio do que fora 
dele; por exemplo, porque reduz custos com a necessidade de monitoramento dos 
trabalhadores ou mesmo porque a mão de obra familiar é tecnicamente melhor. Por 
tudo isso, o preço sombra da mão de obra familiar pode ser inferior ao preço da mão 
de obra no mercado de trabalho.
No caso específico do insumo água para irrigação, pode-se admitir diferenças entre 
o preço da água e o seu preço sombra por duas razões: se o produtor realmente se 
depara com uma restrição na quantidade disponível desse insumo, nos moldes do 
problema (1), ou se, nos moldes dos trabalhos de Baños-Pino, Fernãndez-Blanco e 
Rodríguez-Álvarez (2002), o agricultor possui clara preferência pela conservação da 
água, o que torna o preço sombra da água maior do que o valor cobrado que pode 
ser inclusive zero.
O método para precificar a água para irrigação, proposto no presente trabalho, per-
mite o cálculo dos preços sombra dos insumos de produção por produtor, tomando 
a  composição de insumos e produtos observada, sem a necessidade de se conhecer: 
os limites físicos das quantidades disponíveis por insumo e produtor, as funções de 
produção e as outras potenciais razões para que o preço de mercado de um insumo 
seja diferente do seu preço sombra. 
4.2 Função Insumo Distância, Demanda condicionada por Fatores e Preços sombra
Considere que o vetor insumo 1 2
1
(  ... ) '
M
m N
m
x x x
=
≡ =∑x x  é empregado na produção 
de um vetor produto y, segundo uma tecnologia T, caracterizada por pares de vetores 
(x, y), tal que x pode produzir y. Admita que essa tecnologia pode ser completamente 
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definida por seu conjunto requerimento dos fatores, ( ) { : ( , ) }NX T+= ∈ℜ ∈y x x y . 
Com base nisso, pode-se definir a função insumo distância, : { }M NID + + +ℜ ×ℜ →ℜ ∪ +∞ , 
de forma mais conveniente em termos do conjunto requerimento dos fatores como 
em (2):
 
( , ) sup{ : ( / ) ( )}ID X
θ
= θ θ ∈x y x y  para todo MR+∈y   (2)
em que ( , )ID x y é a função insumo distância. 
O operador supremum (sup) é empregado em (2) de modo a contemplar a possibi-
lidade de se produzir nada com quantidades positivas de insumos, quando
( , )ID = +∞x 0 . Isso porque se nada é necessário para se produzir nada, então qual-
quer vetor insumo x pode ser reduzido ao vetor nulo via contração infinita (HAILU; 
VEEMAN, 2000). Ademais, sob a hipótese de no free lunch, segundo a qual não se 
consegue produzir algo a partir de nada, ( , ) 0ID =0 y .
A Figura 1 ilustra a função insumo distância para o caso em que a tecnologia utiliza 
apenas dois fatores de produção, ou seja, x=(x1 x2)′ é empregado na produção de 
MR+∈y . O vetor y0 determina o conjunto requerimento dos fatores, X(y0), e o vetor 
insumo, x0, é observado como sendo capaz de produzir y0. O valor da função insu-
mo distância, DI(x0, y0), é tal a posicionar x0/DI(x0, y0) exatamente sobre a fronteira 
inferior do conjunto requerimento dos fatores X(y0), que é a isoquanta para y0 e é 
definida como o conjunto  0 0( ) { : ( )NQ R X+≡ ∈ ∈y x x y , 
0( )X∉x y para 0>y y com 
0}≥y . Observe que todo vetor x que pertence ao conjunto isoquanta de y implica 
que DI(x, y)=1 e vice-versa. 
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Figura 1 – Representação Gráfica de uma Função Insumo Distância
Sob a hipótese de que os produtores tomam preços, a função custo de produção 
será a função valor do problema de minimização dos gastos condicionados ao nível 
de produção, y, ou seja: 
 
( , ) min( : ( )} com Dom  e NC X X ++= ∈ ∈ ∈ℜxy w wx x y y w   (3)
em que w é o vetor preços sombra dos insumos. A condição y∈DomX  requer que 
todo vetor y pertença ao domínio do conjunto requerimentos dos fatores, X, ou seja, 
y deve ser tecnicamente factível. 
Ao se permitir que o preço do insumo seja diferente do preço de mercado, dá-se 
maior flexibilidade à formulação do problema. Por exemplo, a pressuposição de 
minimização dos custos pode se sustentar mesmo para quando produtores que 
produzem o mesmo vetor y, com a mesma tecnologia, estejam utilizando diferentes 
vetores insumos. Nesses casos, o que faz com que as quantidades dos insumos sejam 
diferentes por produtor são os preços sombra dos insumos, que são diferentes para 
cada um deles.
Färe e Primont (1995, p. 21-22) demonstram que o conjunto requerimento dos 
insumos pode ser completamente caracterizado pela função insumo distância, desde 
que a hipótese de livre descarte fraco1 dos insumos seja atendida (i.e., se x pode 
1 Note que livre descarte fraco é condição suficiente, mas não necessária para livre descarte forte, 
uma vez que livre descarte forte ocorre se x’≥x∈X(y), então x’∈X(y).
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produzir y, então um novo vetor insumo resultante do aumento proporcional em x, 
por exemplo, tx com t ≥1, também pode produzir y). Como a função insumo dis-
tância admite, por construção, livre descarte fraco dos insumos, então
( ) { : ( , ) 1},  com MIX D += ≥ ∈ℜy x x y y , ou seja, x∈X(y) se somente se ( , )ID x y ≥ 1. 
Aplicando esse resultado à definição em (3), é possível redefinir a função custo 
como em (4a). 
Färe e Primont (1995, p. 47) estabelecem e demostram a dualidade entre a função 
insumo distância e a função custo, como estabelecido em (4).
 
( , ) min{ : ( , ) 1},com NIC D R++= ≥ ∈xy w wx y x w  (4a)
se somente se
 ( , ) inf{ : ( , ) 1},com 
s
s s N
ID C R+= ≥ ∈wy x w x y w x
    (4b) 
onde ws é o vetor preços sombra normalizados pelo custo total de produção, ou seja, 
/ ( , )s C≡w w y w (FÄRE; PRIMONT, 1995, p. 48).
A solução do problema em (4a) é o vetor de demandas condicionadas por insumos, 
x(y,w), ao passo que a solução do dual em (4b) é o vetor de demandas condiciona-
das inversas por insumos, ws(y,x). Sabe-se que a demanda condicionada por dado 
insumo é não crescente no preço desse insumo, propriedade essa que passa automa-
ticamente para a demanda inversa. Dessa forma, o preço sombra de um insumo é 
menor ou igual ao montante que o produtor estaria disposto a pagar por cada uma 
das outras unidades já adquiridas desse insumo. Assim, ao se estabelecer o preço de 
um insumo igual ao seu preço sombra, não causaria qualquer alteração na decisão 
do produtor acerca da composição insumo produto a utilizar.
Para que seja possível fazer uso da relação de dualidade em (4) é necessário que as 
funções custo e a função insumo distância sejam diferenciáveis. No presente artigo, 
esse requerimento é atendido especificando-se a função logaritmo insumo distância 
segundo a forma funcional translog (vide equação 8).
Admitindo-se que DI(.) é diferenciável, pode-se aplicar o teorema do envelope ao pro-
blema de minimização em (4b), obtendo como resultado: ( , ) ( , )sID∇ =x y x w x y . 
Assim, o vetor de preços sombra absolutos, w, pode ser obtido aplicando 
( , ) ( , )IC D= ∇xw y w y x .2  O problema é que ( , )C y w é função dos preços sombra 
2   Vide detalhes em Färe e Primont (1995, p. 55-56).
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absolutos a serem estimados, o que faz com que ( , )C y w  seja, de fato, desconheci-
da. Para superar essa dificuldade, utilizam-se os preços sombra relativos dos insu-
mos, tal que: 
' '
( , ) ( , ) /
( , ) ( , ) /
n I n
n I n
w C D x
w C D x
∂ ∂=
∂ ∂
y w y x
y w y x ,
 que, após cancelar o termo ( , )C y w no 
numerador e no denominador da relação, resulta em:
 
' '
( , ) /
( , ) /
n I n
n I n
w D x
w D x
∂ ∂=
∂ ∂
y x
y x
  (5)
onde wn e wn′ denotam os preços sombra absolutos dos insumos n e n′.
Em seguida, é necessário assumir que o preço sombra absoluto de um dos insumos, 
por exemplo, o preço sombra do insumo n, é o seu próprio preço de mercado, o 
que torna possível recuperar os preços sombra absolutos ou, simplesmente, preços 
sombra dos demais insumos segundo a equação (6):
 ''
( , ) /  '
( , ) /
I n
n n
I n
D xw w n n
D x
∂ ∂= ∀ ≠
∂ ∂
y x
y x
 (6)
De (6) é possível notar que o preço sombra, wn′, informará o quanto o produtor 
estaria disposto a pagar por uma unidade adicional do insumo n′, segundo a taxa 
marginal de substituição técnica entre os insumos n e n′ valorada aos preços do 
insumo n. Assim, a utilização de uma unidade adicional do insumo n′ possibilitaria 
ao produtor deixar de gastar '
( , ) /  
( , ) /
I n
n
I n
D xw
D x
∂ ∂
∂ ∂
y x
y x
unidades monetárias com o insumo 
n e, mesmo assim, continuar produzindo o vetor produto y. Ou seja, o lado direito 
de (6) gera o montante potencialmente economizado em unidades monetárias com 
a substituição do insumo n pelo insumo n .´ 
Färe e Primont (1995, p. 40) demonstram que retornos de escala locais podem ser 
obtidos a partir da função insumo distância com o cálculo da elasticidade de escala 
via aplicação de (7):
 1( )
( )I ID
−ε =
∇y
y, x
y,x y
  (7)
onde se diz que a tecnologia exibe localmente retornos crescentes, constantes ou 
decrescentes se ( )Iε y,x  é maior, igual ou menor do que um (VARIAN, 1992, p. 
17).
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4.3 Especificação e Estimação da Função Insumo Distância
Dadas as características do método, a função insumo distância deve ser diferenciá-
vel em todo o seu domínio. Uma função que atende a esse pré-requisito e, adicio-
nalmente, é flexível para permitir grande variedade de substituição entre insumos 
e padrões de transformação é a função translog (CHRISTENSE et al., 1973). 
A parametrização da função logaritmo insumo distância, com a utilização da fun-
ção translog, tem sido adotada em trabalhos prévios em diferentes contextos. Por 
exemplo, Färe et al. (1993), Coggins e Swinton (1996) e Hailu e Veeman (2000) 
utilizaram esse procedimento no cálculo de preços sombra para produtos indese-
jáveis do ponto de vista ambiental. Já Picazo-Tadeo e Reig-Martínez (2005) em-
pregaram esse mesmo procedimento no cálculo do preço sombra da mão de obra 
familiar em propriedades citrícolas da Espanha, no intuito de investigar a eficiência 
da agricultura familiar e especular sobre o valor da mão de obra familiar vis-à-vis 
à mão de obra contratada. 
A função logaritmo insumo distância translog para o i-ésimo produtor é especificada 
como (8).
0 '
1 1 1 1
'
1 1 1 1
1ln ( , ) ln ln ln ln
2
1 ln ln ln ln
2
M M M N
i i i i i i
I m m mm m m n n
m m m n
N N N M
i i i i
nn n n nm n m
n n n m
D y y y x
x x x y
′
′= = = =
′
′= = = =
= α + α + α + β +
+ β + δ
∑ ∑∑ ∑
∑∑ ∑∑
x y
  (8)
Os parâmetros da função logaritmo insumo distância (8) são estimados, no contex-
to do problema (9), por um procedimento de programação linear conhecido como 
goal programming. Esse procedimento é adotado em virtude da sua flexibilida-
de em permitir a imposição de restrições ao problema, tendo sido pioneiramente 
desenvolvido e aplicado por Aigner e Chu (1968) em um contexto de estimação 
de fronteiras de produção. Tal procedimento estima os parâmetros da função lo-
garitmo insumo distância translog, de modo a minimizar a soma dos desvios dos 
valores logaritmizados da função insumo distância com relação ao ln(1), que é zero. 
Procedendo dessa maneira, o procedimento goal programming calcula os parâmetros 
da equação (8), de modo a minimizar a ineficiência técnica agregada dos produtores 
amostrados, conforme formalizado pela função objetivo (9a). Quanto mais próximo 
de 1 é a função insumo distância ou, equivalentemente, mais próximo de zero é 
o logaritmo da função insumo distância, mais eficiente é o produtor em questão. 
Além disso, o procedimento é capaz de garantir que a função insumo distância seja 
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não decrescente e linear homogênea em x, e não crescente em y (KUMBHAKAR; 
LOVELL, 2000, p. 30).
 
1{ , , }
min [ln ( , ) ln1]         i iIi ID=α β δ −∑ x y  (9a)
sujeito a:
 ln ( , ) 0       para 1,...,
i i
ID i I≥ =x y  (9b)
 ,
ln ( , ) 0 para todo 1,..., ,     1, 2,...,
ln
i i
I
n i
D i I e n N
x
∂ ≥ = =
∂
x y
 
 (9c)
 ,
ln ( , ) 0 para todo 1,..., ,     1, 2,...,
ln
i i
I
m i
D i I e m M
y
∂ ≤ = =
∂
x y
 
 (9d)
 1 1
N
n n= β =∑     (9e1)
 1 0 para  1,...,
N
n nn n N= ′ ′β = =∑   (9e2)
 1 0 para 1,...,
N
n nm m M= δ = =∑   (9e3)
        para , 1,...,mm m m m m M′ ′ ′α = α =   (9f1)
      para  , 1,...,nn n n n n N′ ′ ′β = β =   (9f2)
onde as restrições (9b) impõem que o logaritmo neperiano da função insumo distân-
cia seja maior ou igual a ln1=0, o que é equivalente a se impor que a função insumo 
distância seja maior ou igual a 1. As restrições (9b) visam garantir que o vetor xi seja 
capaz de produzir yi, o que assegura condições suficientes para a validade da relação 
de dualidade em (4). As restrições (9c) garantem que a função insumo distância seja 
não decrescente na quantidade dos insumos para cada produtor i. As restrições (9d) 
garantem que a função insumo distância seja não crescente no nível dos produtos 
para cada produtor i. As restrições (9e1, 9e2 e 9e3) garantem que a função insumo 
distância seja homogênea de grau um na quantidade dos insumos. As restrições (9f1 
e 9f2) garantem simetria da matiz de substituição, de modo a respeitar o teorema 
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de Young. As propriedades da função insumo distância são apresentadas e demons-
tradas em Färe e Primont (1995) e em Kumbhakar e Lovell (2000, p. 30).
Um programa com o software Matlab da MathWorks Incorporation foi desenvolvido 
de modo a tornar operacional a formalização e resolução do problema de programa-
ção linear (9). Para tanto, foi utilizado o toolbox de otimização do Matlab, especi-
ficamente, a sua rotina linprog. 
Dadas as características da amostra utilizada no presente trabalho, constituída por 
41 produtores, um produto e cinco insumos, o problema (9) tem ao todo 304 res-
trições, quando aplicado à amostra completa de colonos. Em particular, há 41 restri-
ções relativas a (9b), 246 restrições relativas às restrições de monotonicidade (205 
restrições devido aos insumos e 41 devido ao produto), sete restrições envolvendo 
a homogeneidade linear nos insumos da função insumo distância e dez restrições 
envolvendo a imposição de simetria da função translog.
Pelo teorema do envelope, as demandas (condicionadas) inversas por insumos nor-
malizadas, ws(y,x), são a derivada parcial da função insumo distância com relação à 
quantidade do insumo de interesse. Assim, as elasticidades dos preços sombra com 
relação às quantidades utilizadas dos insumos, no caso da especificação translog, 
são calculadas  com base nas equações (10) e (11).
 ' '[ ] /nn nn n n nS S S′ε = β +  para todo n≠n′ (10)
 [ ( 1)] /nn nn n n nS S Sε = β + −  para todo n   (11)
onde nS é a primeira derivada da função logaritmo insumo distância com relação ao 
logaritmo neperiano do insumo n, ln nx , isto é, ln ( ) ln .n I nS D x= ∂ ∂x,y
É possível calcular as elasticidades cruzadas da demanda (condicionada) inversa de 
cada insumo com relação às quantidades do próprio insumo e dos demais insumos. 
Para tanto, observe que as elasticidades-preço da demanda condicionada por um 
fator com relação ao próprio preço e aos preços dos demais insumos são o inverso 
das elasticidades obtidas com as fórmulas (10) e (11). Dessa forma, as elasticidades 
obtidas com (10) e (11) são, na verdade, elasticidades indiretas (KUMAR, 2006) 
uma vez que informam a porcentagem de mudança no preço sombra do fator n, se 
a quantidade do fator n′ se alterasse. Para se obter as elasticidades diretas, basta 
calcular o inverso dos valores obtidos com (10) e (11).
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4.4 Descrição dos Dados e variáveis
Os dados utilizados são provenientes da pesquisa “Investimentos Públicos e Privados 
em Agricultura Irrigada e Seus Determinantes sobre o Emprego e a Renda” da 
Fundação de Apoio ao Desenvolvimento da Universidade Federal de Pernambuco 
– FADE (1999) –, que abrangeu observações de colonos, empresas agrícolas e em-
presas agroindustriais da região do Submédio Vale do São Francisco. No presente 
trabalho, apenas os dados sobre os colonos dos perímetros da região de Petrolina, PE 
e Juazeiro, BA, foram utilizados. A composição da amostra utilizada, em contraste 
à amostra total da pesquisa da FADE (1999) e ao universo de colonos em 1998, na 
área de estudo, está apresentada na Tabela 1.
Tabela 1 –  Universo de Colonos, Amostra da Pesquisa e Amostra Final Utilizada 
para os Polos de Irrigação em 1998
Perímetro Município Universo de  
colonos
Amostra da 
pesquisa
Amostra final  
utilizada
Nilo Coelho
Bebedouro
Curaçá
Maniçoba
Mandacarú
Tourão
Petrolina, PE
Petrolina, PE
Juazeiro, BA
Juazeiro, BA
Juazeiro, BA
Juazeiro, BA
1.437 (66,7%)
129 (6%)
267 (12,4%)
234 (10,9%)
53 (2,5%)
34 (1,5%)
134 (60,4%)
13 (5,9%)
27 (12,2%)
24 (10,8%)
11 (5,0%)
13 (5,9%)
29 (70,7%)
2 (4,9%)
2 (4,9%)
6 (14,6%)
1 (2,4%)
1 (2,4%)
Total 2.154 222 41
Nota: Valores em parênteses denotam a participação porcentual do perímetro.
Fonte: Pesquisa “Investimentos Públicos e Privados em Agricultura Irrigada e seus Determinantes 
sobre o Emprego e a Renda”. Fundação de Apoio ao Desenvolvimento da Universidade Federal 
de Pernambuco – FADE, 1999
Do total de 222 colonos amostrados, foi viável utilizar os registros de apenas 41 
deles. Isso porque apenas para esses colonos os registros apresentavam todas as 
informações necessárias à execução do presente trabalho, principalmente no que 
tange às informações quanto ao consumo de água no ano. Admite-se que a amostra 
final utilizada é pequena, mas, como demonstra a Tabela 1, a participação porcen-
tual de cada perímetro na amostra final utilizada segue de perto a distribuição do 
universo de colonos. 
Os dados da amostra final utilizada mostraram que há diferentes culturas e méto-
dos de irrigação empregados pelos colonos. Observou-se ainda que há alta correlação 
entre o método de irrigação empregado e os tipos de culturas cultivadas. No perí-
metro Nilo Coelho em Petrolina, PE, se produz em ordem de frequência: banana, 
goiaba, coco, manga, acerola e uva, utilizando-se o método de irrigação por aspersão/ 
microaspersão. Nos demais perímetros, o método de irrigação, preponderantemente, 
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é o da inundação por gravidade e os principais produtos produzidos são em ordem 
de frequência: coco, goiaba, manga, banana e uva. Dessa forma, para se introduzir a 
heterogeneidade,3 quanto ao método de irrigação utilizado e ao conjunto de produ-
tos produzidos sem subdividir excessivamente a pequena amostra de 41 produtores, 
optou-se por dividir a amostra final utilizada em apenas dois grupos. O Grupo 1 é 
formado por colonos que utilizam a aspersão/microaspersão e é composto por 30 
colonos, sendo que 29 deles são do perímetro Nilo Coelho e um é do perímetro 
Bebedouro. Já o Grupo 2 é formado pelos produtores que utilizam inundação por 
gravidade e é composto por 11 colonos, sendo um do perímetro Bebedouro, seis do 
perímetro Maniçoba, um do perímetro Mandacarú,  dois do perímetro Curaçá e 
um do perímetro Tourão.
As variáveis utilizadas, suas médias e desvios padrão por grupo de colonos estão na 
Tabela 2: o valor da produção foi utilizado como proxy da quantidade produzida 
pelo colono; o gasto com insumos diversos em R$ corresponde ao gasto com se-
mentes e mudas, adubos, defensivos, herbicida e energia por colono no ano agrícola 
de 1998; o volume de água está em m3 por área total irrigada na propriedade, no 
ano de 1998; o capital corresponde ao valor presente em R$ da terra, benfeitorias e 
maquinaria, descontada a depreciação quando pertinente, e o número de horas de 
mão de obra considera toda a mão de obra contratada, própria e familiar utilizada 
por propriedade no ano de 1998.
Tabela 2 –  Média e Desvio Padrão dos Dados para as Variáveis para os Dois Grupos 
de Colonos na Amostra Final
Variável Descrição Unidade Colonos utilizando  
microaspersão/aspersão 
(Grupo 1)
Colonos utilizando 
inundação  
(Grupo 2)
Amostra  
completa
y1
x1
x2
x3
x4
x5
Valor da produção
Área total irrigada
Gasto com insumos diversos
Volume de água
Capital
Mão de obra
R$
ha
R$
m3
R$
horas
119.196,13 
(167.410,4)
5,36 
(1,6)
3.078,00 
(2.972,8)
18.701,45 
(34.241,9)
7.807,98 
(11.212,4)
529,77 
(432,4)
66.527,27 
(81.634,2)
5,48 
(1,4)
2.961,91 
(2.222,5)
286.352,73 
(900.214,0)
7.424,82 
(5.339,6)
441,64 
(531,8)
105.065,46
(150.144,1)
5,40
(1,5)
3.046,9
(2.764,9)
90.510,3
(466.756,0)
7.705,20
(9.914,8)
506,10
(455,9)
Nota: Valores em parênteses são desvios padrão.
Fonte: UFPE/FADE (1999).
3 Agradecemos a um parecerista por ter levantado a necessidade de se considerar a heterogeneidade 
dos produtores em nossas análises.
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Os elevados valores dos desvios padrão na Tabela 2, muitas vezes maiores do que 
as médias das variáveis, mostram que há grande variabilidade nos dados. Contudo, 
tal variabilidade é atenuada ao se trabalhar com dois grupos de colonos ao invés de 
se considerar todos em um mesmo grupo.
5 Resultados e Discussão
A Tabela 3 apresenta as estimativas dos parâmetros da função logaritmo insumo 
distância translog (8), obtidas para a amostra completa e para os grupos 1 e 2 de 
colonos. 
Tabela 3 – Estimativas dos Parâmetros do Insumo Distância Translog Segundo o 
Método da Programação Matemática
Parâmetro Variável
Estimativas
Parâmetro Variável
Estimativas
Amostra
Completa
Grupo 
1
Grupo 
2
Amostra
Completa
Grupo 
1
Grupo 
2
a0 intercepto -1,14 -1,27 1,17 b32 lnx3lnx2 0,01 0,02 0,00
a1 lny1 0,04 0,05 -0,08 b33 ln2x3 -0,00 0,00 -0,02
a11 ln2y1 -0,01 -0,01 -0,03 b34 lnx3lnx4 0,03 0,02 0,05
b1 lnx1 1,41 1,41 1,92 b35 lnx3lnx5 0,03 0,03 -0,00
b2 lnx2 -0,16 -0,06 0,00 b41 lnx4lnx1 -0,02 -0,03 -0,09
b3 lnx3 -0,21 -0,20 -0,02 b42 lnx4lnx2 0,02 0,01 0,00
b4 lnx4 -0,11 -0,14 -0,83 b43 lnx4lnx3 0,03 0,02 0,05
b5 lnx5 0,07 -0,02 -0,07 b44 ln2x4 -0,02 -0,02 0,04
b11 ln2x1 0,15 0,15 0,12 b45 lnx4lnx5 -0,01 0,02 0,00
b12 lnx1lnx2 -0,04 -0,03 0,00 b51 lnx5lnx1 -0,03 -0,03 -0,01
b13 lnx1lnx3 -0,06 -0,06 -0,03 b52 lnx5lnx2 0,01 -0,03 0,00
b14 lnx1lnx4 -0,02 -0,03 -0,09 b53 lnx5lnx3 0,03 0,03 -0,00
b15 lnx1lnx5 -0,03 -0,03 -0,01 b54 lnx5lnx4 -0,01 0,02 0,00
b21 lnx2lnx1 -0,04 -0,03 0,00 b55 ln2x5 -0,01 0,02 0,01
b22 ln2x2 0,01 0,03 0,00 d11 lnx1lny1 0,01 0,00 -0,05
b23 lnx2lnx3 0,01 0,02 0,00 d21 lnx2lny1 0,00 -0,01 0,00
b24 lnx2lnx4 0,02 0,01 0,00 d31 lnx3lny1 -0,00 -0,00 -0,01
b25 lnx2lnx5 0,01 -0,03 0,00 d41 lnx4lny1 0,00 0,01 0,05
b31 lnx3lnx1 -0,06 -0,06 -0,03 d51 lnx5lny1 -0,01 0,00 0,00
Nota:  A amostra completa  refere-se aos 41 colonos da amostra final; o Grupo 1 é composto por 30 
colonos que utilizam aspersão/microaspersão, e o Grupo 2 é composto pelos 11 colonos que 
utilizam inundação.
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Observa-se, pela Tabela 3, que as estimativas dos interceptos e coeficientes da fun-
ção logaritmo insumo distância translog são diferentes entre amostras, o que reforça 
a necessidade de se considerar a heterogeneidade na análise4 e indica a conveniência 
do procedimento adotado quando comparado ao de Kumar (2006), que utilizou 
variável dummy de intercepto.
O resultado da resolução do problema (9), que é um problema de programação 
linear, não permite o cálculo de desvios padrão dos parâmetros, o que impede a 
realização de testes estatísticos sobre a significância dos mesmos. A função in-
sumo distância poderia ter sido estimada econometricamente se houvesse dados 
suficientes. Existem apenas 30 observações para o Grupo 1 e 11 para o Grupo 2 
e 38 parâmetros a serem estimados para cada grupo, o que inviabiliza a estimação 
econométrica. Haveria ainda a possibilidade de se restringir a função (8) para a 
especificação Cobb-Douglas com consequente aumento do número de graus de 
liberdade, viabilizando a estimação econométrica ao custo de se impor restrições 
adicionais ao modelo. Por tudo isso, optou-se por aplicar o método discutido no 
contexto do problema (9) e pioneiramente aplicado por Färe et al. (1993) na es-
timação de uma função produto distância, para uma amostra de 30 observações 
de fábricas de papel. Também utilizaram esse método Coggins e Swinton (1996), 
Hailu e Veeman (2000), Picazo-Tadeo e Reig-Martínez (2005) e Kumar (2006), 
que aplicou o método em um contexto em que o número de observações, 276, era 
muito maior do que a amostra utilizada no presente trabalho. Os valores estimados 
da função insumo distância para cada produtor estão na Tabela 4.
Os dados da Tabela 4 reforçam a importância de se trabalhar com os produtores em 
grupos separados. Observe que, ao se considerar os 41 produtores juntos (amostra 
completa), apenas oito deles seriam eficientes, ou seja, 19,51% dos produtores. Já 
quando se considera os produtores em grupos separados de acordo com a tecnolo-
gia de irrigação, verifica-se que nove produtores são eficientes no Grupo 1 e seis 
produtores são eficientes no Grupo 2, ou seja, 15 dos 41 produtores (36,6% dos 
produtores) seriam tecnicamente eficientes. Mesmo assim, esse resultado ainda 
demonstra que muito poderia ser feito no sentido de se aumentar a eficiência téc-
nica dos colonos amostrados, possivelmente via provimento e aprimoramento da 
assistência técnica aos produtores.
4 Agradecemos a um parecerista por ter sugerido a incorporação da heterogeneidade dos produtores 
na modelagem via variáveis dummies. Tentamos estimar os modelos com a introdução de variável 
dummy de intercepto, mas não houve convergência de algoritmo de resolução do problema de 
programação linear para uma solução. Por isso, optamos por estimar separadamente o modelo 
para cada grupo de colonos, o que é, inclusive, mais flexível do que o simples uso de variável 
dummy de intercepto.
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Tabela 4 – Estimativa da Função Insumo Distância por Colono 
Colono
Valor da Função  Insumo Distância 
Colono
Valor da Função  Insumo Distância
Amostra
Completa
Grupo 1 Grupo 2 Amostra
Completa
Grupo 1 Grupo 2
185 1,28 1,31 195 1,00 1,00
183 2,66 2,64 8 2,65 1,96
133 2,29 2,16 138 1,14 1,38
171 1,00 1,00 197 1,59 1,51
182 1,02 1,00 187 2,69 2,68
202 1,02 1,00 85 1,00 1,00
222 1,00 1,00 156 1,32 1,42
47 1,49 1,26 21 1,18 1,00
100 1,66 1,65 10 1,69 1,63
91 2,30 2,28 172 1,16 1,00
189 1,39 1,23 194 1,08 1,03
140 1,20 1,00 38 1,33 1,00
191 1,27 1,24 59 1,36 1,11
144 1,00 1,00 127 1,56 1,56
78 2,31 1,00 181 1,23 1,24
31 2,24 1,00 186 1,00 1,04
184 2,37 2,37 25 1,56 1,31
175 1,00 1,00 177 1,34 1,31
193 1,54 1,48 32 1,62 1,13
54 1,00 1,00 196 1,13 1,05
157 2,62 2,23
Nota: Valores maiores do que 1 indicam que o colono não foi tecnicamente eficiente.
A média dos valores da função insumo distância, considerando-se os grupos sepa-
rados, foi de 1,38, com desvio padrão de 0,52. O inverso do valor da função insumo 
distância, (0 ≤ 1/DI(x,y) ≤1), é a medida de eficiência técnica da unidade produtiva 
definida por Farrel (1957) e mede a contração radial máxima que um vetor insumo, 
x, pode sofrer e, ainda assim, produzir y. A média dos valores do inverso da função 
insumo distância foi 0,725, indicando que, em média, seria possível manter o atual 
nível de produção dos 41 colonos, utilizando-se 72,5% das quantidades de fatores 
de produção efetivamente empregadas. No caso específico da água e tomando-se 
as estimativas ponto a ponto, observou-se que 55,62% da água poderia ter sido 
economizada, mantendo-se os atuais níveis de produção. Esse dado indica que teria 
sido possível realizar uma economia de aproximadamente 9.340 m3 de água por 
hectare por ano, o que seria suficiente para irrigar, por aspersão, 1 ha de fruteiras 
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por 1 ano. Os resultados das estimativas dos preços sombra e das elasticidades de 
escala estão na Tabela 5.
Tabela 5 –  Estimativas dos Preços Sombra da Área Irrigada, Insumos Diversos, Água 
e Mão de Obra e Elasticidades de Escala
Área Irrigada (R$/ha) Insumos
diversos
(R$)
Água 
(R$/m3)
Mão de obra
(R$/hora)
Elasticidade de escala, 
( )Iε y, x
(%)
Grupo 1
Média
Desvio padrão
1.925,54
3.106,48
9,87
26,02
7,30
27,12
23,93
44,80
0,06
0,04
Grupo 2
Média
Desvio padrão
553,97
670,94
2,80
3,35
3,82
6,48
114,85
180,44
0,12
0,08
Os valores na sexta coluna da Tabela 5 mostram que as tecnologias utilizadas pelos 
dois grupos de colonos exibem retornos de escala localmente decrescentes. Em 
média, o aumento de 10% na quantidade utilizada de todos os insumos resultaria no 
aumento da produção em 0,6% para o Grupo 1 e em 1,2% para o Grupo 2. Apesar 
de se tratar de um resultado local, indica que as tecnologias utilizadas pelos dois 
grupos de colonos criam deseconomia de escala local, o que justifica a dispersão da 
área total irrigada em pequenos lotes que apresentam 5,4 ha de área média (vide 
Tabela 2).
As estimativas dos preços sombra,5 na Tabela 5, foram obtidas segundo a equação 
(6), admitindo-se que o preço sombra absoluto do capital é igual ao seu preço de 
mercado, que é R$ 1,00. Contrastando a média e o desvio padrão dos preços sombra 
da água, apresentados na quarta coluna da Tabela 5, fica evidente a elevada varia-
bilidade nas estimativas obtidas para os dois grupos de produtores. Note-se que 
Kumar (2006), utilizando a mesma abordagem, também encontrou elevados erros 
padrão para os preços sombra da água na indústria na Índia. De qualquer forma, 
a elevada variabilidade nas estimativas já era esperada, pois os dados utilizados já 
apresentavam elevada variabilidade (vide Tabela 1). Além disso, parte da variabili-
dade deve refletir os erros de medida dos dados utilizados nas estimações. No caso 
específico da água, os colonos eram questionados sobre a quantidade de água que 
5 Em tese, os preços sombra devem ser obtidos apenas para unidades tecnicamente eficientes, uma 
vez que, ao se assumir que as firmas minimizam custos, requer-se que as mesmas sejam técnica 
e alocativamente eficientes. Contudo, como a função insumo distância é linearmente homogê-
nea nos insumos, não haverá diferenças entre os preços sombra calculados com as quantidade 
efetivamente utilizadas de insumos ou com sua projeção radial eficiente (PICAZO-TADEO e 
REIG-MARTÍNEZ, 2005).
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tinham utilizado no ano. Em um contexto em que a inadimplência com relação ao 
pagamento da água é elevada (SILVA, 1999), é bem provável que os colonos tenham 
pouco controle sobre a quantidade de água utilizada, pois podem tratar a água como 
um bem livre. Assume-se que potenciais erros de medida não estão correlacionados 
com os valores informados, o que justifica a variabilidade e elimina o potencial viés 
das estimativas devido a erros de medida. 
Tomando-se como referência a tarifa média cobrada pela Companhia Pernambucana 
de Saneamento em 2006, que foi R$ 1,52 por m3 de água (PNUD, 2008), verificou-
se que apenas oito colonos no Grupo 1 e três colonos no Grupo 2 estariam dispostos 
a pagar um valor maior ou igual a esse. Ou seja, apenas 26,8% dos colonos teriam a 
disposição de pagar mais do que R$1,52 por m3 de água e permanecer consumindo 
a mesma quantidade de água. Dessa forma, apesar de o valor médio dos preços 
sombra da água ser relativamente alto nos dois grupos de colonos, em geral, a água 
não parece ser muito valiosa para a maioria (73,2%) dos produtores amostrados. Tal 
resultado está em linha com os fatos estilizados, apresentados por Briscoe (1996). 
Segundo esse autor, o exame dos valores obtidos em diversos estudos visando à 
estimação do valor da água, permite se chegar a resultados bem consistentes para 
países em desenvolvimento e desenvolvidos: em geral, (a) o valor da água é baixo 
quando utilizada na produção de energia ou na agricultura irrigada para produção 
de grãos para alimentação humana; (b) o valor da água é significantemente maior 
quando a mesma é para o uso em residências, uso industrial e para a agricultura 
irrigada, visando à produção de frutas e vegetais, e (c) valores para o uso ambiental 
ficam algo entre os valores obtidos em (a) e (b).
O preço sombra médio para a mão de obra foi relativamente alto para os dois gru-
pos, especialmente para o Grupo 2, considerando-se que um trabalhador que traba-
lha 160 horas por mês, por um salário mínimo de R$510,00, adicionado de 46,63%,6 
ganha R$4,67 por hora trabalhada. Além disso, observou-se que 15 produtores do 
Grupo 1 e quatro produtores do Grupo 2 (46,34% dos produtores) estariam dispos-
tos a pagar R$4,26 ou mais por uma hora de mão de obra, indicando haver alguma 
restrição física quanto à quantidade de mão de obra disponível para esses colonos. 
Uma interpretação alternativa seria a de que os colonos valorizam muito a mão de 
obra empregada por se tratar, em grande parte, de mão de obra familiar.
Com relação aos preços sombra dos insumos diversos, observou-se que 17 colonos 
no Grupo 1 e  quatro no Grupo 2, ou seja, 51,2% dos produtores, estariam dispos-
tos a pagar mais do que R$ 1,00 para poderem gastar R$ 1,00 a mais em insumos 
6 Correspondente a 8% de FGTS, 8,33% de 13º salário, 2,5% de salário-educação, 0,20% de 
INCRA, 8,33% de férias, 2,77% de abono de férias, 1,5% de contribuição confederativa e 15% de 
seguridade social.
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diversos. Tal resultado indica que os produtores se deparam com restrições finan-
ceiras e, assim sendo, estariam dispostos a pagar juros para viabilizar o seu acesso 
a recursos financeiros adicionais.   
Ao se tomar por base o valor de R$ 5.239,00 por hectare, que é o preço médio de 
venda da terra em Pernambuco (FGVDADOS, 2008), observou-se, com base nos 
preços sombra da área irrigada, que apenas três produtores do Grupo 1 e nenhum 
do Grupo 2, ou seja, 7,3% dos produtores, estariam dispostos a pagar esse valor ou 
mais por mais 1 ha de terra irrigada. Assim, não parece que a terra é um recurso 
escasso ou valioso para os colonos amostrados.
O método empregado ainda permite que se calcule as elasticidades-preço da de-
manda por fatores,7 que são calculadas como  o inverso dos valores obtidos com a 
aplicação das fórmulas (10) e (11) e têm os seus valores médios apresentados nas 
Tabelas 6 e 7.
Tabela 6 – Estimativas das Elasticidades Próprios-Preços e Preços-Cruzados da 
Demanda Condicionada por Fatores para os Colonos que Utilizam 
Aspersão/Microaspersão (Grupo 1)
Área irrigada Insumos Diversos Água Capital Mão de obra
Área Irrigada -0,4057
(5,139)
0,2640
(11,330)
-1,9333
(3,723)
-3,6002
(9,876)
-1,8863
(17,021)
Insumos Diversos 0,4768
(11,212)
-2,0636
(1,330)
3,3476
(1,401)
4,4085
(2,886)
-2,2007
(9,885)
Água -1,9856
(3,027)
3,6437
(1,805)
-1,3570
(0,400)
3,7683
(2,224)
3,0080
(1,445)
Capital -3,9549
(9,412)
3,9228
(3,032)
3,0347
(1,183)
-2,9443
(9,316)
3,0278
(1,392)
Mão de obra -2,6767
(18,475)
-1,8820
(10,077)
2,5634
(1,130)
3,0579
(1,687)
-1,6529
(0,914)
Obs.: Valores entre parênteses são desvios padrão.
7 Agradecemos imensamente a sugestão de um parecerista para que expandíssemos os nossos 
resultados, calculando elasticidades-preço.
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Tabela  7 – Estimativas das Elasticidades Próprios-Preços e Preços-Cruzados da 
Demanda Condicionada por Fatores para os Colonos que Utilizam 
Inundação por Gravidade (Grupo 2)
Área Irrigada Insumos Diversos Água Capital Mão de obra
Área Irrigada -0,5969
(2,360)
3,3011
(4,167)
-2,9628
(9,567)
-0,5465
(3,329)
1,2414
(3,194)
Insumos Diversos 2,0624
(3,142)
-0,9620
(0,936)
3,5224
(5,852)
2,5870
(4,377)
1,6533
(2,734)
Água -0,3814
(2,788)
3,1681
(3,921)
-0,6846
(0,678)
0,7383
(0,626)
2,5058
(12,935)
Capital -0,6033
(4,658)
3,9611
(4,372)
1,5247
(1,694)
-1,8649
(1,887)
4,8475
(6,580)
Mão de obra 1,1583
(3,874)
2,5345
(3,707)
2,9522
(7,199)
1,3729
(2,168)
-1,0212
(2,050)
Obs.: Valores entre parênteses são desvios padrão.
Os valores na diagonal principal das Tabelas 6 e 7 são os valores médios das elastici-
dades próprios-preços dos fatores de produção e são todos negativos como esperado. 
Tal resultado indica que o aumento no preço do fator de produção reduz a demanda 
condicionada pelo mesmo e é uma consequência do modelo conceitual, no qual se 
assume que as firmas minimizam custos. Percebe-se que o capital é o fator de pro-
dução com maior elasticidade próprio-preço, indicando que investimentos em capi-
tal pelos colonos são muito sensíveis a aumentos na taxa de juros, que é o preço do 
capital – veja que Kumar (2006) encontrou, para a indústria da Índia, o valor médio 
de (-0,589)-1=-1,69 para a elasticidade-preço do capital. Além disso, o capital é um 
substituto, com exceção da área irrigada, para todos os outros fatores de produção 
nos dois grupos de colonos, pois apresentou elasticidades preços-cruzados positivas 
com relação a todos os outros fatores de produção; o que é razoável, pois melhores 
benfeitorias e maquinaria podem viabilizar a diminuição na quantidade utilizada dos 
outros fatores de produção para se manter um determinado nível de produto.
Observa-se também pelas Tabelas 6 e 7 que todo insumo possui pelo menos um 
substituto (i.e., apresenta elasticidade preço-cruzado positiva), o que é teoricamen-
te esperado. Quando um produtor minimiza custos e reduz a quantidade de um 
insumo em resposta ao aumento no preço desse insumo, uma tecnologia convexa 
requererá o aumento na quantidade de, pelo menos, um outro fator de produção 
para que se mantenha o nível preestabelecido de produção. 
Os resultados nas Tabelas 6 e 7 mostram que, para os colonos nos dois grupos, 
a água é um substituto para insumos diversos, capital e mão de obra e um com-
plemento para área irrigada, apesar de a magnitude dessas elasticidades preços-
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cruzados serem maiores para os colonos utilizando aspersão/microaspersão (Grupo 
1). É razoável que a tecnologia permita, até certo ponto, a substituição da água 
por insumos diversos, capital e mão de obra. Já a complementaridade entre água 
e área irrigada decorre do fato de que só pode existir área irrigada se houver água 
para irrigar. O fato é que as elasticidades próprios-preços médias dos dois grupos 
de colonos demonstram que uma política crível de cobrança pelo uso da água re-
duziria a demanda por área irrigada e água, e aumentaria a demanda por insumos 
diversos, capital e mão de obra. Por exemplo, para cada 10% de aumento no preço 
da água, haveria uma redução média de 13,57% e 6,85% na quantidade demanda 
de água para os Grupos 1 e 2 de colonos, demonstrando que a cobrança seria um 
importante instrumento indutor da conservação da água. Note que a magnitude 
da elasticidade-preço da água é grande nos dois grupos, quando comparada, por 
exemplo, à estimativa de -0,5847, obtida por Féres et al. (2008) para a indústria 
instalada ao longo da bacia do Paraíba do Sul. Contudo, tal comparação deve ser 
feita com cautela, visto que Féres et al. (2008) estimaram econometricamente uma 
função logaritmo custo total translog de curto prazo para a indústria, obtendo as 
estimativas das elasticidades-preço a partir daí. Porém, as nossas estimativas estão 
próximas daquela obtida por Kumar (2006) que foi de (-0,902)-1≈1,11.
Finalmente, no contexto específico dos colonos amostrados, a inadimplência com 
relação ao pagamento da água é elevada (SILVA, 1999), o que torna o seu preço de 
fato zero. Dessa forma, é de se esperar que a simples moralização na cobrança pro-
mova enorme impacto em termos de redução no gasto de água sem comprometer 
os níveis de produção. 
6 Conclusões
A pressão sobre os recursos hídricos tem criado a necessidade de se reconsiderar 
os mecanismos até então utilizados na indução do uso eficiente da água, fato esse 
que é especialmente importante para a agricultura irrigada, uma das atividades que 
mais consomem água em todo o mundo. A aplicação de mecanismos de cobrança 
pelo uso requer a precificação da água, que ainda é uma tarefa controversa. Nesse 
sentido, o presente artigo contribuiu com a literatura ao apresentar um critério 
objetivo de precificação da água que se fundamenta nas quantidades efetivamente 
utilizadas de insumos e de produção realizada por produtor. Assim, foi aplicado pela 
primeira vez a dados coletados no Brasil o método de estimação via programação 
linear de uma função insumo distância paramétrica na obtenção do preço sombra 
ou disposição a pagar de cada produtor por m3 de água. Foram utilizados dados 
coletados com 41 colonos de perímetros irrigados do Submédio São Francisco em 
Petrolina, PE, e Juazeiro, BA. A heterogeneidade dos produtores foi incorporada à 
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análise, estimando-se o modelo separadamente com dados de colonos que utilizam 
aspersão/microaspersão e que utilizam inundação por gravidade.
As estimativas para a função insumo distância indicaram que, dos 41 produtores na 
amostra, apenas 15 (36,6%) eram tecnicamente eficientes, resultando na estimativa 
do índice de Farrell (1957), de eficiência técnica, de 0,725. Assim, seria possível 
manter-se o nível observado de produção dos 41 colonos amostrados, utilizando-
se, para tanto, apenas 72,5% da quantidade empregada de fatores de produção. 
Especificamente com relação ao fator água, o índice de Farell, tomado ponto a 
ponto, indicou que 55,62% da água poderia ter sido economizada, mantendo-se os 
níveis observados de produção, o que indica que uma política de assistência técnica 
aos produtores pode gerar efeitos benéficos em temos de racionalização do uso da 
água.
As médias dos preços sombra estimados da água foram elevadas em valor e apresen-
taram grande variabilidade, com alguns produtores com disposição a pagar valores 
relativamente altos por m3 de água. Possivelmente, esse produtores ou experimen-
tam algum tipo de redução no bem-estar com o consumo excessivo de água (i.e., 
apresentam um viés pró-conservação da água) ou se deparam com uma restrição 
sobre a quantidade de água disponível. Apesar disso, a água não se mostrou como 
um fator de produção valioso para a maioria dos produtores, informação essa que 
deve ser levada em conta na análise de projetos que visem à expansão da capacidade 
de fornecimento de água para os colonos.
Ainda com relação ao desenho de políticas públicas visando à conservação da água, 
estimou-se que uma política crível de cobrança poderia fazer com que, para cada 
10% de aumento no preço da água, houvesse uma redução no consumo de água 
de 13,57% para os colonos que utilizam aspersão/microaspersão e de 6,85% para 
aqueles que utilizam a inundação por gravidade como técnica de irrigação. Tais re-
sultados corroboram a hipótese de que a cobrança pelo uso da água pode funcionar 
como um sinal de valor que leva à racionalização do seu uso. 
Finalmente, os coerentes resultados obtidos com a aplicação do método de estima-
ção por programação linear da função logaritmo insumo distância translog indicam 
que o mesmo apresenta potencial para ser utilizado na geração de informações 
importantes para a precificação da água em projetos de irrigação e para o desenho 
de políticas públicas visando à racionalização do uso da água. 
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